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Kapitola 1

Uvod

Motivaci pro feseni kosmologickych modelt se skalarnim polem jsou proble-
matické vysledky a ocekavani klasické kosmologické teorie platné v ranych
obdobych vyvoje vesmiru. Jde zvlasté o teorii inflace, kterd vysvétluje né-
které rozpory mezi nejjednodussimi kosmologickymi modely a skutecnym
pozorovanim. Kvantové modely jsou pak feseny s ocekavanim, ze takovou
fazi budou zahrnovat. Na klasické irovni je zptisobena infla¢ni faze domi-
nanci potencidlového ¢lenu v tenzoru energie impulzu skalarniho pole. Tato
prace nezahrnuje odpovidajici kvantova fesSeni.

Zadanim diplomové prace bylo vysSettit homogenni a izotropni kvantovy
kosmologicky model s hmotnym nebo nehmotnym skaldrnim polem a kon-
stantni prostorovou kfivosti. Prostory s konstantni kiivosti (nékdy se hovori
o prostorech sféricky symetrickych v kazdém bodé) mohou byt s kladnou
nebo zapornou, ptipadné nulovou krivosti. V této praci jsou prislusna reseni
hledana jako funkce splnujici Wheelerovu - DeWittovu rovnici, ktera je jed-
noduse fesitelnd v piipadé nehmotného pole. Reseni pro prostory s rtiznou
ktivosti jsou fesenim stejné WD rovnice lisici se pouze ¢lenem s informaci o
kiivosti prostoru.

Uvedend feseni jsou typickym testem teorie na jednoduchych ptikladech,
ale v pripadé kanonické kvantové teorie gravitace neni konecna teorie vytvo-
fena. Tyka se to zejména problému usporadani operatort. Pro rtizna uspo-
radani tak dostavame rtzné teorie. V paté kapitole jsou nalezena feSeni pro
vSechna usporadani operatort v pripadé nehmotného skalarniho pole. Potom
lze snadno vidét vliv usporadani operatori na vysledné feseni.



Kapitola 2

Klasicka hamiltonovska
formulace obecné teorie
relativity

2.1 ADM akce

Vsechny vysledky uvedené v druhé kapitole lze najit v [6], [13], [17], [18],
[19], [24]. Nebude-li uvedeno jinak, pracujeme v absolutnich jednotkach, tj.
h =c = r = 1. V této kapitole nabyvaji fecké indexy hodnot 0,1,2,3, a
latinské indexy 1,2, 3. Pouzivame signaturu (— + ++).

V ramci kanonické teorie gravitace predpokladame, ze ¢asoprostorova va-
rieta M mé topologickou strukturu typu R x ¥ = M | kde ¥ je tfiroz-
mérna prostorova varieta . Da se dokéazat, ze takova struktura je nutna, ma-li
byt Gplné fesitelnd Cauchyova tloha [6], [24]. V ptvodni soufadnicové ADM
(Arnowitt - Deser - Misner) formulaci je tento predpoklad vyjadien jistym
rozkladem metrického tenzoru. Tento predpoklad o specialni struktufe caso-
prostoru, ktery slouzi k formulaci OTR (Obecna Teorie Relativity) v ramci
hamiltonovského formalismu, bude posléze prenesen do kvantové teorie.

Pro t € R mame jednoparametrickou mnozinu vlozeni > — M defino-
vanych jako z;(x%) := x(t,2%), kde 2 jsou soufadnice na ¥.. Parametrizace
vlozZeni je dana deformac¢nim vektorovym polem T#

ozt
T" = Nnt + Nt .= —. (2.1)

ot
Ptitom ve vyse uvedeném vztahu je n* normala k prostorové nadplose, tak
ze je n,n* = —1 a Nt = ‘(;””TZN“ je vektor tecny k ¥, tj. n,N* = 0. Tak
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dostaneme pro elementarni interval

ds® = g, dz'dz” (2.2)
Ozt Oxt Oz oz
— g a 2
9y ( 5 dt + &cadx ) (at dt + &cbdx) (2.3)

ds* = (NN — N?)dtdt + qudr®dz® + N,(dtdz" + dzdt). (2.4)

Vyuzili jsme pritom definici 2.1 pro deformacni vektorové pole. Jestlize mame
v néjakém case dany bod na prostorové nadplose, tak potom sledujeme-li
pohyb tohoto bodu z ¢asoprostoru, udava deformacni vektorové pole miru a
smér zmény polohy sledovaného bodu v ¢asoprostoru.

Tak mame konecné pro metricky tenzor

N.N® — N2 N
L= e a ), 2.5
0 ( v qab) (2.5)

S pomoci 2.5 miizeme po fadé piimych vypoctli najit
L:=/=gRW = N/q (KusK® — (K$)? + RY)

—2(v/aK3).0 +2(VaEKyN® — /4" Ny )a (2.6)
kde g = —det(g) = N?q = N2det(qu), ¢arky znadi parcidlni derivaci a
stfedniky derivaci kovariantni a

1
K= ——(Ngp + Npw — Qabo), 2.7
b 2]\/( b+ Ny, Qab,0) (2.7)

je druha zakladni forma plochy, nékdy nazyvana tenzor vnéjsi k¥ivosti, pro-
toze popisuje kiivost prostorové nadplochy z° = konst. jakoby nahliZené z
casoprostoru do kterého je vlozena. Pozdéji se z vice geometrického pohledu
podivame na souvislost vnéjsiho tenzoru kfivosti s Riemannovym tenzorem
prostoru, do néhoz je prostorova nadplocha 2° = konst. vloZena, a s Rieman-
novym tenzorem vlozené prostorové nadplochy.

7 2.6 mizeme vynechat clen, ktery je tplnou derivaci podle ¢asu a ¢len,
ktery je prostorovou divergenci. Takovymto zptusobem dostaneme ADM (Arno-
witt-Deser-Misner) akci

S— / dt / BN G (KpK™ — (K22 + RO). (2.8)

V analogii s klasickou mechanikou byva vnéjsi kiivost K, K — (K2)? inter-
pretovana jako kinetickd energie a —R®) jako energie potencialni. Lagran-
geova funkce v 2.8 je invariantni vzhledem k prostorovym soufadnicovym
transformacim.
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2.2 Vazby

K veli¢cindm N, N,, q, zavadime kanonicky sdruzené impulzy

6L

= =0 2.9

P =N, — (29)
5L

¢ = =0 2.10

b 5Naa0 ’ ( )
5L

R Va(q" KS — K*), (2.11)

Gab,0

pritom rovnosti 2.9 a 2.10 nazyvame primarni vazby. Lagrangeova funkce v
2.8 neni funkci veli¢in N,g, Ng,o, (zobecnéné rychlosti) a rovnosti 2.9 a 2.10
jsou tedy jasné. Poissonovy zavorky jsou (x je bod v prostoru)

{2t (%), gea(2’)} = 0, (2.12)
{p*(x),p(")} = 0, (2.13)
{qa(x),p™(2")} = 6(,050(x — ). (2.14)

Z 2.11 vyjadiime K a pro Hamiltonovu funkci ziskdme Legendrovou trans-
formaci

H= /d?’x(pN,o +p*Nyyo +NH + N;/H?), (2.15)
kde
H = Gueap™p™ — /qR® (2.16)
= Vi(KapK® — (K§)? = R®), (2.17)
HY = —2p%, (2.18)

pritom Gupeq = ﬁ(qacqbd + GbeGad — qabqea) je DeWittova (super)metrika na

Sestirozmérné nadplose prostorovych metrik, definované v kazdém bodé pro-
storu. Na takové nadplose je bod dan slozkami metrického tenzoru qu,. Ve-
liciny ‘H a H, se obvykle nazyvaji super-hamiltonidn a super-impuls. Po-
v8imnéme si napiiklad, ze pro sféricky symetrické RW (Robertson - Walker)
prostory, u kterych je N =1, N® = 0, je hamiltonidnem prostorovy integral

z H.

Variaci akce

S = /dt (/ 3z (pN,O +p*Ngyyo —|—p“bqab,0) — H) (2.19)



2.2. VAZBY 9

vzhledem k veli¢inam p®, qu, N® a N ziskdme postupné rovnice piedstavu-
jici hamiltonovskou mnozinu rovnic ekvivalentni s Einsteinovymi vakuovymi
rovnicemi

oH
Qab0 = Spt (2.20)
OH
o = — 2.21
P o 5qab’ ( )
H, = 0, 2.22)
H = 0. (2.23)

Posledni dvé rovnice se nazyvaji difeomorfni a hamiltonovska vazba; jde o
vazby na kanonické proménné. Je patrné, ze dynamické rovnice neurcuji N
a N a ty jsou tudiz libovolné.

Hamiltonovska vazba ma v CQG (Canonical Quantum Gravity) zasadni
vyznam, ktery mtzeme dobfe pochopit z jejiho geometrického vyznamu.
Jestlize definujeme prvni zakladni formu plochy jako q,, := g + n,n,, kde
n, je norméla k prostorové nadplose a druhou zakladni formu plochy’ jako

K = q4,47V pno, mé Gaussova rovnice znama z diferencialni geometrie tvar
[13]
1) L
R(3)Mypa = R( ) ﬁ»yéqlf;yqﬁquZQir + KIO'KVP - K’;KIJOW (224)
odkud pro skalarni kiivost indukované metriky vyjde
R® = RW 1 2R ,n'n” + (K!')? — K"K, (2.25)
neboli? 2
Gnt'n” = — (2.26)

2\/q ’
kde GG, je Einsteintv tenzor. Je jasné, Ze pokud jsou splnény Einsteinovy
vakuové rovnice G, = 0 je splnéna i hamiltonovska vazba.? Je dilezité, ze
plati i opacné tvrzeni (Wheeler [6]): jestlize je splnéna hamiltonovska vazba
jsou splnény vakuové Einstenovy rovnice. Toto tvrzeni je pravdivé pokud z

'K, je symetricky tenzor a 4,, = 9”7 quo je projekéni operator. Prvni i druhd zakladni
forma plochy jsou prostorové v tom smyslu, ze plati ¢, n" =0 = K,,n".

2 : 4Ly _ ozt 9z __ ozt dz¥ __ ozt dz” & :
Je Jasne, 7€ (qqp = guu oz Oxrb (qm/ - n,unu)ama ozt q;u/ Oz Jxb PTOtOZG n,u Je

normala k prostorové nadplose a gi: je prostorové pole. A proto napt. Kff = Kg.
3 v ’ . . 7 . . . . 7 . ’
Kdyz plati Einsteinovy vakuové rovnice je prostor ricciovsky plochy, tj. plati 12, = 0.
A 7z rovnice 2.26 je vidét ze plati: vnéjsi kfivost prostorové nadplochy vlozené do ricci-
ovsky plochého ¢asoprostoru je rovna vnitini (skaldrni) kfivosti prostorové nadplochy. V
ricciovsky plochych ¢asoprostorech tedy plati Gaussova theorema egregium. Vice k tomuto

tématu napft. [19].
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rovnice G, n*n” = 0 vyplyvad G, = 0. Ze tomu tak skutecné je, je dokézano
napf. v [17]. Tato vzdjemna podminénost platnosti Einsteinovych rovnic a
hamiltonovské vazby je diivodem pro domnénku, Ze vinovy funkcional splnu-
jici kvantovou podobu hamiltonovské vazby obsahuje tplnou fyzikalni infor-
maci o gravitacnim systému. To je divod pro¢ v CQG fesime Wheelerovu-
DeWittovu rovnici. V tomto smyslu je difeomorfni vazba vlastné nadbytecna.

2.3 Jiné formulace kanonické OTR

Hlavnim zdrojem zde uvedenych vysledka je [24] a [5]. Puvodni pfi¢inou
snahy formulovat kanonickou kvantovou teorii pomoci novych proménnych
bylo zjednodusit podobu vazeb, ale pozdéji se ukazaly i jiné vyhody takové
formulace. Pouze zde shrneme zakladni definice a vysledky. Triada je trojice
ortonormalnich vektori tecnych k prostorové nadplose. Prostorova metrika
vyjadiend pomoci komponent triady je

Gab = eiei&j, (2.27)

kde vnitini indexy 1, j, k... nabyvaji hodnot 1, 2, 3. Libovolny vektor mizeme
vyjadiit pomoci jeho komponent v ortonormdlni bézi tak, ze Vi = ¢! V® a
V; = e2V,. Zasadni véci je zavedeni spinové konexe w’ ; obvyklym zptisobem
i 0T ok ko

D, T! = Do +w, T —w T (2.28)
Spinova konexe umoznuje mimo jiné i kovariantné derivovat spinory a vnitini
indexy 17,7, k... se Casto nazyvaji spinorovymi. Je tfeba explicitné vyjadrit
vztah mezi Christoffelovou a spinovou konexi

; e

We ;= eZe?FZc — ¢ 83:‘01’ (2.29)

nebo ekvivalentné po néjakych tpravach

Dgel = 0. (2.30)
Projekce vnéjsi kiivosti do triady je
K, = K€" (2.31)

a

Na druhou stranu K, je symetricky tenzor a pokud piseme K,, = Kéei@j
stoji na pravé strané soucin matic, ktery obecné neni symetrickou matici.
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Obecné tedy miizeme pravou stranu rozlozit na soucet symetrické a antisy-
metrické matice

1, i 1
Kab = §K(aez)52‘j + §K[a6{)}52‘j (232)
a musime pozadovat aby platilo

Gup = K eb](5w 0. (2.33)

Vyse uvedeny vztah je nova vazba platna ve formalismu triad. Misto veli¢iny
el se zavadi B! tak, Ze je qu =| det(E?) | ELE}d;;. S pouzitim téchto velicin
miizeme zapsat nasledujici vztahy, jejichz platnost je podminéna vazbou 2.33

Gy = |det(EY) | FE] (2.34)
1 .

ab a 1d b e

p® = Tt (ED | det(EgﬂEkEngdac]Ej (2.35)

kde g a p® jsou veli¢iny definované v rdamci ADM formalismu jako 2.5 a
2.11. Tak mame pro sekundarni vazby 2.22 a 2.23

Ho = —Dy(KJE! — 6. K]ES) (2.36)
1 . ;
= —4ﬁ(KgKg — KIK)EYE) — \JqR (2.37)

a pro vazbu 2.33 je

Gij = Ka[jEf]L = 0. (238)
Poissonovy zavorky pro nové proménné jsou
{Ei(2), Bj(a)} = 0 (2.39)
{Ko(2). Kj()} = 0 (2.40)
{Bi(2), K{ ()} = 036}0(x — ). (2.41)
Dalsim krokem byva zavedeni nové konexe (Sen-Ashtekar-Immirzi-Barbero)

rozsifenim spinové konexe
Al =T" + BK., (2.42)
piitom I, je ve vztahu s piivodni spinovou konexi jako

D,E* = 0,E* + €* TV E¢. (2.43)

ij- a

V tomto novém formalismu je opét mozné formulovat vazby, ale tyto vysledky
zde uvadét nebudeme. Divodem k tomu je, Ze na drovni této prace nema
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takovyto formalismus hlubsi smysl pouzivat. Pfipadna reformulace vSech vy-
poc¢tll v ramci nového formalismu uvedenych v paté kapitole je v podstaté
jednoduchou transformaci a takovyto postup neprinasi zadné podstatné vy-
hody. Pravy potencial této formulace se ukazal az poté co T. Jacobson a L.
Smolin ukézali, Ze feSenim WD rovnice jsou Wilsonovy smycky?, které lze
pouzit jako bazi stavi [23].

4Smy¢ky musi byt hladké a nesmi se sami protinat.



Kapitola 3

Kanonicka kvantova teorie
gravitace

3.1 Program kvantovani, funkcionalni repre-
zentace

Vysledky uvedené v této kapitole lze nalézt napt. v [6], [17], [19], [24]. Z&-
kladnim krokem je prechod od klasické algebry Poissonovych zavorek 2.12
2.13 a 2.14 k jejich kvantové analogii predstavované komutacnimi relacemi

[qAab(x)a qACd(x/):I = 07 (3.1)

[p*(z),p(2)] = 0, (3.2)

[Gap (), 5 (2)] = 180,030 (2 — /). (3.3)

Dirac zavedl vazby 2.22, 2.23 do kvantové teorie jako vazby na stavovy vektor
Ha(@.0) = 0, (3-4)

H(G,p)v = 0. (3.5)

Ve vyse uvedenych vztazich budeme na 1 pohliZet jako na funkcional metriky
Jap- (Je ovSem mozné zvolit 1 jiné reprezentace. Metrickou reprezentaci zavedl
Wheeler[6].) Potom definujeme

dun?¥(q] = qu¥ll, (3.6)
pold = il (3.7)

To je standardni volba, ktera ale neztidka nevede ke smysluplnym vysledkiim,
jak 1ze ukazat na jednoduchych ptikladech. Napi. v ptipadé sféricky syme-
trického modelu s RW metrikou volba 3.6, 3.7 dava ay = avy, py = —1(0915,

13
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pritom a je v pripadé kladné krivosti tzv. polomér vesmiru a je proto na
misté pozadovat aby platilo a > 0. Ale s takovymto omezenim neni opera-
tor p samosdruzeny, i kdyZ je symetricky [1]. Samoziejmé formalné mtizeme
pouzivat operator @ bez omezeni vlastnich hodnot na R™, potom ale nejenze
chybi fyzikalni interpretace zapornych hodnot operatoru a, ale dochéazi i ke
sporu se skutecnosti, zZe ¢, je tenzor metricky; tak napt. objem uzavieného
vesmiru poéitany z RW metriky je V = 27%¢® a kdyZ je a < 0 nabyva
tento objem zapornych hodnot. To je jednoduchy piiklad Sirsitho problému v
CQG, ktery byva nazyvan problém zpétné rekonstrukce metrického tenzoru.
Bylo dokazéano [17], ze pozadavek ponechavajici kvantové obdobé metrického
tenzoru ¢, jeho klasické matematické vlastnosti je ve sporu s komutac¢nimi
vztahy 2.12; 2.13, 2.14. Formalnim feSenim je zavést misto téchto komutac-
nich vztahtt nové (Klauder, Pilati, Isham, Kakas) tak, zZe

[(jab(x)a (jcd(x/ﬂ - 0,
[0h(x),p2(")] = 1(05pl(x) — oopi(x)) 6(x — '),
[c}ab(:p),ﬁf(z’)] = iéziaq},)c(x)d@ — '), (3.10)

kde p? = qu.p®. V nasem jednoduchém piipadé vesmiru s RW metrikou maji
prislusné operatory jednoduchy tvar ay) = ay), 7w = —iag—f. Tyto operatory
jiz jsou samosdruzené na £2(R*, 92) [17].

3.2 Wheelerova - DeWittova rovnice

Kvantova obdoba hamiltonovské vazby vyjadfena v metrické reprezentaci je

) )
_ _ (3) _
(5(]@5 gabcd 5qu + \/aR ) ¢[Q] = 0. (311)

Toto je Wheelerova-DeWittova rovnice, ktera je zakladem zde uvedeného pfi-
stupu ke kanonické kvantové teorii gravitace. Jak jiz bylo uvedeno v ¢asti 2.2
mame divody se domnivat, ze vSechny informace o gravitacnim kvantovém
systému ziskame z jejiho fesSeni.

Jednim ze zakladnich problémi pfi feSeni WD rovnice je, jakym zpiisobem
usporadat operatory v jejim prvnim c¢lenu. To jisté souvisi s otazkou, ma-li
byt operator H symetricky (hermiteovsky), piipadné samosdruzeny, protoze
takové pozadavky maji vliv na usporadani operatori. Existuji argumenty pro
i proti pozadavku samosdruzenosti operatoru H, [6], [17], [19]. Napf. DeWitt
pozaduje, aby byly libovolné komutatory vazeb rovny nule ve stejném misté
prostoru [6]. V této souvislosti se hovoii o konzistentnosti vazeb. Tim se ma
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na mysli, ze kvantové komutacni relace nevedou na nové vazby, které nejsou
obsazeny v klasické teorii. Bohuzel ani po mnoha letech teoretického vyzkumu
neni problém usporadani vyresen.

DeWitt chape G;;i; jako kontravariantni metriku Sestirozmérné variety
[6]. Potom je mozné chépat prvni ¢len v 3.11 jako jisty pfipad Laplaceova-
Beltramiho operatoru [6], ktery je mozné zapsat jako [18]

1 0
Vg 0xA
Laplacetv-Beltramiho operator je invariantni vzhledem k soutradnicovym

transformacim. Potom je mozné zvolit usporadani v prvnim ¢lenu WD rov-
nice 3.11 odpovidajici LB operatoru.

(@gABS?) : (3.12)

Dalsi problém spojeny s WD rovnici je otazka okrajovych podminek. Po-
kud chapeme v jako nulovy vlastni vektor pfislusny k vlastni hodnoté 0,
musime stanovit okrajové podminky pro ¢ a jeji prvni derivace [17]. Pfi
feseni konkrétnich jednoduchych priklada se ukazuje, ze vhodna feseni spl-
nujici okrajové podminky casto neexistuji. Jak ukdzeme v paté kapitole, to
zda-li feseni splnuje okrajové podminky mtze zaviset na uspotradani opera-
tord a ¢astecné tedy mize napomoci k omezeni mnoziny moznych usporadani
operatort.

Problematicky je také samotny fyzikalni vyznam WD rovnice. I kdyz pred-
pokladame, ze WD rovnice obsahuje veskerou fyzikalni informaci o gravitac-
nim systému, tak v podstaté nevime v jakém smyslu. Dokud nebude mozné
overit mérenim néjakou interpretaci funkcionalu v, nebude mozné jedno-
zna¢né rozhodnout o jeho spravném fyzikalnim vyznamu. A tak se dosté-
vame k problému, ktery lze riznymi cestami propojit prakticky se vSemi
vyse uvedenymi problémy, a to je problém casového vyvoje.

3.3 Casovy vyvoj

V kanonické kvantové teorii gravitace nemame casovy vyvoj v obvyklém
smyslu, misto toho mame jen v podstaté libovolné funkce N, N (misto ¢a-
sového vyvoje méame do znaéné miry libovolny difeomorfismus R x ¥ — M),
protoze dynamické rovnice nevedou k jejich urceni. V kvantové mechanice
souvisi ¢asovy vyvoj s interpretaci vlnové funkce [17]. Jestlize nemame v
CQG casovy vyvoj, jak mame vlnovou funkci interpretovat? Otazka nutné
vede k potiebé néjakym zplsobem do teorie opét zavést Casovy vyvoj. S
naslednou interpretaci v souvisi zavedeni skalarniho soucinu.
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Zakladnim vychodiskem je koncept vnitiniho ¢asu (Baierlein, Sharp, Whe-
eler). Podrobné shrnuti je mozné najit v [17]. V klasické a kvantové fyzice
mame vzdy pii pozorovani fyzikalnich systémt k dispozici i jiny systém, ktery
je mimo pozorovany systém; samoziejmé jsou to néjak realizované hodiny.
Ale v OTR nemame zadny vnéjsi systém mimo systém sledovany, kterym
je casoprostor. Je pfirozené chtit sledovat prostor z casoprostoru, ale tako-
vou snahu zhati libovolnost funkci N, N*. A to nas nuti k uvaze, Ze ¢asovy
vyvoj je v CQG ve skutecnosti nepodstatny a ma za tkol pouze priblizné
(fenomenologicky) popsat prubéh fyzikalnich déji. Na takovém stanovisku
stoji bezcasova interpretace CQG. Interpretace vlnové funkce potom bude
obdobnéa jako v kvantové mechanice. To se nékdy nazyva schrodingerovska
interpretace a skalarni souc¢in potom je

(1]ehe) = /Dq VY Yo (3.13)

Vseobecné v pripadé konceptu vnittniho ¢asu je Cas tieba ztotoznit s né-
jakou geometrickou proménnou (tedy s nékterym koeficientem ¢,,) nebo s
veli¢inou né€jaké hmoty v prostoru. V druhém ptipadé tedy vystupuje hmota
jako hodiny a pozorovanym systémem je geometrie, nebo naopak. Takova in-
terpretace nevychéazi z WD rovnice, a do jisté miry jde proto o nekonzistentni
interpretaci.

DeWitt zavedl skalarni soucin, ktery vychéazi z WD rovnice. Dokézal, ze
Gapea 7 rovnice 3.11 je metricky tenzor na prostoru metrik ¢, a na zakladé
formalni podobnosti 3.11 s Kleinovou-Gordonovou rovnici definoval skalarni
soudin jako v Kleinové-Gordonové teorii [6]. Jeden koeficient metriky g
je zvolen jako Casova soufadnice kolméa na zbyvajici souradnice ¢4,. Potom
méme Sestirozmérnou ” ¢aso-prostorovou” nadplochu® a éasovy vyvoj je po-
pisovan v tomto prostoru. Nanestésti vznikaji obdobné problémy jako v Klei-
noveé - Gordonoveé teorii, konkrétné skalarni soucin miize nabyvat zapornych
hodnot a k tomu neméame jasnou interpretace.

1Se signaturou (-+++++).



Kapitola 4

Poznamky ke kosmologii

4.1 RW resSeni

V této kapitole budou uvedeny nékteré jednoduché zaklady klasické kosmo-
logie [7], [20]. Podrobnéji si vSimneme sféricky symetrického feSeni, které v
podobé RW (Robertson-Walker) metriky predpoklddd hmotny zdroj, pro-
toze v tomto ptipadé jsou nenulové slozky Einsteinova tenzoru. Zaklady jed-
noduché kosmologie je mozné vybudovat pomoci t¥i predpokladi. Prvni je
kosmologicky princip.

Kosmologicky princip: V kaZdé epose vyvoje vesmiru je fyzikdlni infor-
mace o jeho strukture stejnd (tj. vesmir “vypadd” stejné) v kaZdém misté s
vyjimkou lokdlnich nepravidelnosti.

Lokalni nepravidelnosti se rozumi zvlasté vnitini struktura galaxii, ktera
je v kosmologickych tivahach zcela zanedbana. Galaxie (nebo shluky galaxif)
se chapou jako hmotné body homogenné a izotropné umisténé v prostoru,
coz lze alesponi pfiblizné povazovat za experimentalné provérené [7], [15], tj.
kosmologicky princip plati v nasi epose a my jeho platnost prenasime do
ostatnich epoch, coz je predpoklad. Obsahem kosmologického principu je i
tvrzeni o nejedine¢nosti umisténi nasi galaxie (rozuméj nase misto jako pozo-
rovateld ve vesmiru), a proto byva také nazyvan zobecnénym Kopernikovym
principem. Prostor je tudiz podle kosmologického principu homogenni a izot-
ropni, to znamena, zZe musi jit o prostor s konstantni kiivosti. Takové prostory
se nazyvaji sféricky symetrické a plati pro né [7], [11]

Rabcd - K(Qacqbd - Qadec) (41)
ds; = e dr® +1°(df + sin® 0dg?).

Ve vztahu 4.1 je K konstantni sekéni kiivost a elementarni interval ds]% je

17
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platny pro sféricky symetrické prostory. Vztahy 4.1, 4.2 vyjadiuji matema-
tickou formou kosmologicky princip. Druhy predpoklad je Weyliv postulat.

Weylav postulat: Cdstice kosmické kapaliny leZi v casoprostoru na ca-
supodobnych geodetikdch divergujicich z bodu v konecné nebo nekonecné mi-
nulosti.

Postulat v podstaté ik, ze obsah vesmiru lze chapat jako idedlni teku-
tinu, jejiz castice lezi na geodetikadch kolmych k prostorové nadplose. Tvr-
zeni o divergenci casupodobnych geodetickych ¢ar ma zajistit, ze pro kazdou
castici kosmického substratu mame jen jednu geodetiku, ktera se neprotla
ani neprotne s jinou, kromé singularnich bodt. Zavadi se pojem soubéznych
soufadnic, tj. takovych souradnic, které jsou konstantni podél geodetik. Kol-
most geodetik k prostorovym nadplocham danym pro néjaky cas lze vyjadrit
v predpokladu o tvaru metrického tenzoru jako

ds? = —dt* + S(t)*qudx"dz’. (4.3)

Zde jsme navic uplatnili predpoklad o prostorové homogenité a izotropii,
ktery je pouzit v predpokladu o konformnosti prostorové metriky. Dodejme,
ze Weylav postulat v podstaté zavadi tfidu preferovanych souradnych sys-
témi a také konkrétni tvar tenzoru energie-impulsu. Z uvedenych dvou po-
stulath mizeme odvodit RW interval ve tvaru

d 2
ds? = —N2dt? + o2 (1—7;{:2 + r2dY? + r* sin? 19dg02) , (4.4)
— kr
kde k := % je normovana sekéni kiivost nabyvajici hodnot 0, 1 a —1, coz od-

povida plochému, uzavienému a otevienému prostoru. N je vyvojova funkce
vyznamna pro hamiltonovskou formulaci OTR a a(t) = :g/(—%) pro K # 0 nebo

a(t) = S(t) pro K =0 .

Posledni kosmologickym ptfedpokladem je platnost Einsteinovych rov-
nic.

Vénovali jsme pozornost pouze RW metrice, protoze jde o historicky prvni
kosmologicka feseni a tato metrika bude v dalsich vypoctech pouzivana.

4.2 Skalarni pole jako gravita¢ni zdroj, in-
flace

S pouzitim RW metriky a Weylova postulatu, ktery vedle podminky 4.3
udava i podminku na tenzor energie-impulzu, ziskdme Einsteinovy rovnice
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2 (g) + (3)2 + % — —8mp. (4.6)

V téchto rovnicich, které jsou zapsané v relativistickych jednotkach, je p hus-
tota hmoty a p tlak. V ramci obecnéjsiho kosmologického vyzkumu mizeme
k levym strandm pricist zaporné vzatou kosmologickou konstantu, ale my bu-
deme pouzivat uvedenou zjednodusenou formu. Ze znamych feseni vyberme
pripady kdy k£ = 0. Potom méame klasickd feseni rozd€lujici vyvoj kosmolo-
gického modelu zhruba na dvé ¢asti:

1. Obdobi ve kterém dominuje zéfeni: p = p/3 a et pRa”
2. Obdobi ve kterém dominuje hmota: p =0 a~t

Casto se pouziva tzv. kritickd hustota, kterou obdrzime z Friedmannovy rov-
nice 4.5 pro piipad kdy £ = 0 a hustota se potom uvadi ve tvaru zlomku
Q= pﬂ Takto pripraveni miizeme zapsat Friedmannovu rovnici v podobé

c

ja-1)= 2] W)

a proto napfiklad pro obdobi, kdy dominuje zéfeni ziskame | 2 — 1 |~ .

Je tedy jasné, ze {2 se v Case vyviji z hodnoty jedna. Méreni ukazuji, ze v

soucasné dobé nabyva € hodnot blizko jedné. Proto je velmi obtizné vybrat

pocatecni hustotu, kterd by vedla k vyvoji naseho vesmiru tak, jak ho zname

dnes. To byva nazyvano problém kritické hustoty, nebo téz problém plochosti
(rovnosti) prostoru.

Dalsi problém standartnich kosmologickych modeli je, jakym zptisobem
mame vysvetlit vysoky stupen homogenity mikroviného kosmického zareni.
Tuto homogenitu lze nejlépe vysvétlit tim, ze zafeni je v tepelné rovnovaze. K
nastoleni tepelné rovnovahy je ale potteba, aby vzdalenost horizontu vesmiru
byla mensi nez vzdalenost, kterou mohly urazit fotony od pocatku vesmiru.

Reseni uvedenych problémi nabizi teorie inflace. V rdmci této teorie na-
stala v poc¢atecnim obdobi vyvoje vesmiru faze béhem niz doslo k velmi rychlé
expanzi. Obdobi inflace je potom definovano jako doba kdy plati

a> 0. (4.8)

Tradi¢nim zptisobem, jak vytvorit tuto fazi, je pouzit jako gravitac¢ni zdroj
skalarni pole. Tenzor energie-impulzu pro skalarni pole je

T;w = ¢;u¢;u - %glﬂ’ (¢;n¢;§gn§ + V(¢)) ) (49)
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kde V(o) je potencial skalarniho pole. Uvadéji se tyto piipady

V(ip) = %mW (4.10)
V(g) = a(¢®— M?)? (4.11)
V(p) = a¢! (4.12)

pritom pouze prvni piipad je fyzikalné opodstatnény a skaladrni pole v tomto
pripadé mize reprezentovat mezony. Druhy piipad je Higgstv potencial. Vy-
skytuji se i jiné potencialy modelujici rtizné druhy inflaci. Je mozné se setkat
i s potencidlem vytvorenym pomoci dvou poli. Jako nulty ¢len potencialu
skalarniho pole je mozné uvazovat kosmologickou konstantu.

Existuje nékolik inflacnich feseni, které jsou zaloZeny na pfiblizném feseni
Einsteinovych rovnic. V nejjednodusim piipadé se predpoklada, ze v pocat-
cich vyvoje vesmiru dominoval potencidlovy ¢len 4.10. ReSenim je potom
exponencialni zavislost poloméru vesmiru na case.

Tato cast méla alespon castecné ospravedlnit nasledujici vypocty v ramci
kvantové teorie gravitace.



Kapitola 5

Homogenni a izotropni
kosmologicky model se
skalarnim polem

5.1 Klasicky model

Studium homogennich a izotropnich kosmologickych modelt se skalarnim
polem je motivovano predevsim teorii inflace, ktera nabizi feseni nékterych
kosmologickych problémt. Pracujeme stale v absolutnich jednotkach, takze
mame h = ¢ = k = 1. Einsteinovy rovnice a rovnice skalarniho pole jsou

1
Ruv = 59wl = T (5.1)
SL
55 = O (5.2)

kde 7}, je tenzor energie-impulzu, ¢ skaldrni pole a L Lagrangeova funkce
skalarniho pole. Pozadavek homogenity a izotropie vede k pouziti RW met-
riky
dr?

1— kr?
pricemz a je Sskalovaci parametr a k normovana sek¢ni kiivost, ktera muize na-
byvat hodnot +1, —1 a 0, coz odpovida uzavienému, otevienému a rovnému
vesmiru. Tenzor energie-impulzu skalarniho pole je

ds? = —dt?® + a® ( + r2dY? + r? sin? 19ng2) , (5.3)

1
T;w = Cb;ugb;u - §g,uz/ (¢;n¢;€gn£ + V(¢)) . (54)
Lagrangeova funkce je definovana jako
Ly = _(¢;u¢;uglw + V(¢>) (55)

21
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Dosazenim RW metriky ziskdme

L= /\/—_g (@2 - V(gb)) d&3r. (5.6)

i\, k
a a?

() () 4 E = Lav 5:5)

Rovnice pole potom jsou

3 = —+V(9) (5.7)

a
¢9+33¢5+a@—‘; . (5.9)

Ve vyse uvedenych vztazich oznacuji tecky derivaci podle ¢asu. Prvni dvé
rovnice jsou Rgg = Ty a R; = Tj;, tieti rovnice je dynamicka rovnice pro
skalarni pole.

Vybér potencialu V je velmi dilezity, protoze poskytuje rizné inflacni mo-
dely. V souvislosti s modelovanim inflace jsou taktéz studovany potencialy
sestavajici z vice druhii poli. Jednou z moznych voleb je také potencial obsa-
hujici kosmologickou konstantu. Dalsim pfedmétem studia je pripad nulového
potencialu, ale nehmotné skalarni pole neni potvrzenym obrazem zadného fy-
zikalniho pole a navic v infla¢ni fazi vyvoje vesmiru s latkou predstavovanou
hmotnym skaldrnim polem dominuje potencidlovy ¢len. V teoriich vystupuje
nehmotné skalarni pole ziidka, napi. v Bransové-Dickové teorii gravitace,
kde nehmotné skalarni pole predstavuje gravitacni parametr v dnesni epose
vesmiru identifikovany jako gravita¢ni konstanta. Dale se nehmotné skalarni
pole vyskytuje jako reprezentant Cisté hypotetické castice, totiz dilatonu.

Uvedeme nékteré poznatky z feseni rovnic 5.7, 5.8, 5.9. T'yto rovnice nejsou
navzajem nezavislé: rovnici 5.8 ziskame linedrni kombinaci rovnic 5.7, 5.9.
Obecné, mame-li vice diferencidlnich rovnic nez neznamych funkci, nemusi
prinik jejich feseni existovat. Pokud feSeni existuje, miizeme jednu z rovnic
chapat jako diferencialni podminku. Systém rovnic 5.7, 5.8, 5.9 se z pravidla
fesi pribliznymi metodami. Uplné analytické feseni lze nalézt pro plochy mo-
del s nehmotnym skalarnim polem. Rovnice 5.7, 5.8, 5.9 potom piejdou do
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tvaru

3( )2 _# (5.10)

(5 o (1) - % o)

g}5+3gg{s = 0. (5.12)

2 Qe

Z tteti rovnice vyjadiime ¢ a dosadime do prvnich dvou rovnic. Po jejich

souctu ziskame ) .2
d (o) _[¢
O

coz je diferencialni rovnice tietiho fadu v niz lze separovat proménné, a to
také po kazdém integra¢nim kroku. Ziskame tak Teseni pro ¢ a po dosazeni
do 5.12 ziskame Tesitelnou rovnici pro a. ReSeni potom jsou

¢ = Infez(t+c1)]? (5.14)
a = [eat+e)]. (5.15)
Zpétnym dosazenim do rovnic 5.7, 5.8, 5.9 je mozné dokazat, Ze rovnice pole

jsou splnény jen tehdy, kdyZ ¢ = %, coz je tfeba chapat jako dtsledek toho,
ze mame vice rovnic nez neznamych. Oznac¢me

at=0)=ay alt=0)=a ¢t=0)=¢; O(t=0) = (5.16)
Reseni je potom

¢ = :l:\/gln (1 + 3@25) exp :I:\/ggbo] = ¢+ In (1 + 3@25)(5.17)
3 ao 2 Qo

ao
a = ap (1+3a—0t>. (5.18)

Pficemz byla pouzita podminka na c3, kterd je :|:3\/g = éog—g. Jak je patrné
objem (je tfeba vybrat néjaky koneény pozorovaci objem) vesmiru roste nebo
kles4 linedrné s dasem. ProtoZe ag je definovdn na R*, zdvisi vyvoj vesmiru
na znaménku jeho pocateéni rychlosti rozpinani (eventualné smrsfovani). V
pripadé, ze prvni derivace skalovaciho parametru v ¢ase nula nabyva zapor-
nych hodnot, dojde ke kolapsu. V takovémto pripadé je tedy doba existence

kone¢na a je rovna t,, = %Z—g Naopak, je-li v ¢ase nula rychlost rozpinani
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kladna, roste objem s ¢asem nade vsechny meze a doba zivota vesmiru je v
tomto pripadé nekonecna. V kazdém piipadé jde o nestabilni model vesmiru
u néhoz neni mozny vyvoj z ay = 0, nebot fukce pro ¢ ma v tomto misté
singularitu.

Z rovnic 5.17, 5.18 miizeme vyloucit cas a dostaneme

i\/g(gb — ) =In (%)3 . (5.19)

Je tedy smérnice teCny v a¢ roviné % =43 %%, coz je pravé podminka na
konstantu c,, tj. i3\/g = éog—g.

Samoziejmé uvedend feSeni jsou velmi jednoduchd. ReSeni pro funkci ¢
vedouci ke kolapsu jak byla vyse uvedena byly publikoviny v [16]. (Regeni
vedouci k nekonecnému vyvoji ve stejném c¢lanku ale nejsou.) V uvedené pub-
likaci se autori dale soustiedi na numerické feseni rovnic pro piripad hmotnych
poli a v zakfiveném casoprostoru, tj. pro k = 4+1. Ukazuje se pii tom, ze v
pozdéjsich fazich vyvoje takovych modelu jest feSeni (nebo alespori néktera
feseni) tmérné (t,, — t)~*. V ¢lanku uvedend feSeni tedy vzdy predpovidaji
konec¢nou dobu trvani, ale to v principu neni diikaz, Ze neexistuji feseni s
k = —1, kterd by modelovala piipady nekone¢ného vyvoje. Dilezité je, ze
takovy dtikaz existuje pro pripad nehmotného skaldrniho pole v prostoru s
kiivosti k = 1, tj. pro uzavieny typ vesmiru s koneénym objemem. Ve [4]
je dokézano, ze vSechny casupodobné kiivky v casoprostoru s £ = 1 s ne-
hmotnym skaldrnim polem maji konecnou délku. Jinak feceno, eventualni
pozorovatel méa jisté konecnou délku zivota. To lze zaménit za tvrzeni, zZe
dojde k prostorovému kolapsu. Je mozné, ze konecnost v case je obecnou
vlastnosti kosmologickych modelt s uzavienou topologii.

Nyni uvedeme nékolik poznamek k hamiltonovskému formalismu. Zaci-
name s akci

1
S— / o Lo + Lar) A9 (5.20)

kde df2 je Casoprostorovy element, L geometricka Lagrangeova funkce, L,
Lagrangeova funkce hmoty, ¢ je rychlost svétla a x je Einsteinova gravitacni
konstanta k = 82—2G. Opét budeme pouzivat absolutni jednotky. V ramci teorie
je L = R a variace prislusné Einsteinovy-Hilbertovy akce vede na zndmé
Einsteinovy rovnice. V pripadé skalarniho pole je

Ly = _(Qﬁ;uﬁb;vgw + V(gb)), (5~21)
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Obrazek 5.1: Dvé numericka feseni pro hmotnost m = 0,1 a m = 0,6. Jde vidét, ze
vétsi hmotnost prodluzuje dobu trvani vesmiru. Pievzato z [16].

coz v piipadé RW metriky déva Ly = N~24% — V(o) a

i

S N
Lec+Ly = 6(——£9+ - +k>+——V(¢) (5.22)

aN? N3a N2ag? N2

1 d [aa? a2 k h2
— 6 —= (=)= T _ V() (5.23
(a3th(N) N2 g )+N2 (9) (5.23)

Casoprostorovy element je dQ) = %Smﬂdtdgpdﬁdr Patrné L + Ly neni
funkci prostorovych souradnic, a proto mizeme akci 5.20 integrovat pfes
prostor, ¢imz ziskame Lagrangeovu funkci v obvyklém mechanickém smyslu.
Samoziejmeé v pripadé otevieného a plochého modelu musime integrovat pfes
néjaky konecény objem. Navic vypoustime dynamicky irelevantni ¢len, ktery




5.1. KLASICKY MODEL 26

je uplnou derivaci podle ¢asu. Tak ziskdme Lagrangeovu funkci
aa? .
L="T [6 (_W + Nka) + N ta*¢? — Na3V(¢)1 , (5.24)

kde ¥ = 272/k*2 prok =1 a Y = 27(ro\/1+ 72 —In| 79 + /1 + 73 |) pro
k = —1. V dalsim budeme vyhradné pouzivat Lagrangeovu funkci zavedenou
jako L — L/Y. Nyni jiz obvyklym zptsobem vypo¢itdme Hamiltonovu funkci

H=N|-6 —p—g—i—k,’a +1p—i+a3V(¢) (5.25)
N a 4 a3 ’ '

kde vystupuji impulzy kanonicky sdruzené s proménnymi a a ¢, to jest

oL aa
= % 2
Pa i N (5.26)
oL a3
= — =2—. 5.27
Do 2 I (5.27)

V pripadé nehmotného pole nalezneme z Hamiltonovych rovnic, ze kano-
nicky impuls skalarniho pole je konstantni pro libovolnou sekéni kfivost, tj,
. oH

Zéavérem uvedme hamiltonian v jednotkach SI vychézejice z akce 5.20

1 kp? ¢

_ 1p; 3
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5.2 Kvantovy model

Podle kanonické kvantové teorie gravitace je vlnova funkce obsahujici aplnou
informaci o vesmiru se skalarni polem fesenim piislusné WD rovnice 3.11.
Kazdy, kdo chce tuto rovnici fesit, je postaven pred nékolik otazek:

1. Klasicka velicina a je "polomér” vesmiru a plati pro néj a > 0. Jestlize
zvolime a-reprezentaci, jaky je smysl zapornych hodnot operatoru a ?
S tim souvisi i dalsi bod.

2. Jaké konkrétni operatory reprezentujici klasické veli¢iny mame pouzit?

3. Jsou mozné reprezentace ekvivalentni? Pfirozené méame na mysli p-
reprezentaci a a-reprezentaci. Jestlize nikoliv, kterou mame zvolit?

2 . ,
4. Jakym zptisobem mame uspofadat operatory ve clenu £2 7 To je znamo
jako problém usporadani operatorti.

5. Pozadujeme, aby byl operator H samosdruzeny?

Kratce se zde o téchto problémech zminime. V a-reprezentaci nabyvaji
vlastni ¢isla operatoru a hodnoty z R. Pokud omezime mozné vlastni hodnoty
na R* nebude operator impulzu kanonicky sdruzeného s @ samosdruzeny
[1]. V principu miizeme zvolit néjakou kanonickou transformaci k proménné,
ktera bude nabyvat hodnot z R. Naptiklad je mozno zvolit x = In a. Dalsim
neziidka pouzivanym fesenim je dany problém ignorovat.

Jednou z moznosti, jak fesit problém nastinény v prvnim bodé je pouziti
samosdruzenych operatorii na £2(R*, df), které ale potom museji reprezen-
tovat odlisné fyzikalni veli¢iny, nez v piipadé soutadnice a k ni sdruzeného
impulzu. Operatory miizeme zvolit tak, ze jsou splnény relace 3.10. K tomuto
se vratime v poznamce k bodu 4 .

Jestlize zvolime a-reprezentaci, je prislusnd WD rovnice diferencialni rov-
nici druhého Fadu. V p-reprezentaci ziskame diferencidlni rovnici prvniho
fadu. Rozbor jednoduchych ptikladu [19] ukazuje, Ze tyto reprezentace ne-
museji byt ekvivalentni. Maji-li byt reprezentace ekvivalentni, musi byt sta-
noveny okrajové podminky na funkci, kterd je fesenim WD rovnice. My v
dalsim pouzivame a-reprezentaci.

Problém uspotradani operatort je dlouhodobé nevyteseny. My se tomuto
problému vyhneme po technické strance. Budeme pouzivat do jisté miry libo-
volnou strukturu usporadani, a to tak, ze operatory priradime nasledujicim
zpusobem

r g Y 5.29
a — at Oa a’ Oa a*’ ( )
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pritom pro redlné cisla ¢, 7,k plati © + 5 + k& = 1. V pripadé symetrického
usporadani je vyhodnéjsi pouzivat nasledujici tvar

2 1 010 1

a az(1=9) da a? Da q3(1—9)
Uvedeny zptisob obecného zapisu usporadani operatorii samoziejmé neresi
podstatu problému, ale na zakladé feSeni ziskanych pomoci 5.29 a 5.30 je
mozné provést diskuzi o vlivu usporadani na vysledek.

Zde je vyhodné vratit se k druhému bodu. Uvazujme klasickou veli¢inu

definovanou jako 7 := ap. Pfislusné Poissonovy zavorky jsou {a,7} = a.
Tomu odpovidaji komutac¢ni relace |G, 77| = iG pro operatory
0
Q= a)  F = —iaa—w. (5.31)
a

Volba operatort 5.31 fesi problém v prvnim bodu. Je nyni na klasické irovni
2
E = Z—; Zdtraznéme, ze usporadani symetrické pro operatory 5.31 pfejde

formalné na usporadani nesymetrické ve smyslu 5.29. Bude tedy smysluplné
se v budoucnu zabyvat usporadanim nesymetrickym ve smyslu 5.29 ve tvaru

1 o 1 0 1 (5.32)
asG-N-10a i1 da q2G-9) ‘

Operatory 5.31 jsou samosdruzené na L2(RT, %) [17]. Kazd4 celo¢iselnd
mocnina hermiteovského operatoru je hermiteovsky operator. Soucin dvou
hermiteoskych operatort neni obecné hermiteovsky operator, ale tento soucin
je mozné rozlozit na soucet c¢asti, ktera je hermiteovska, a c¢asti, ktera neni
hermiteovska. Potom mtzeme hermiteovsky operator reprezentujici veli¢inu
T2 utvofit z hermiteovské &4sti tohoto rozkladu jako!

L (iﬁfr + fm%i) | (5.33)
2 \ a? a’

Pozdéji provedend analyza ukazuje, Ze i tento pripad lze zahrnout do obec-
ného uspotradani 5.29, ale ¢isla ¢, j, k museji byt komplexni [viz.5.69].

S problémem usporadani souvisi také otazka samosdruzenosti operatoru
H. Vhodny vybér usporadani miize zplisobit samosdruzenost operatoru Ha
naopak. Problém je, Ze nevime, zda-li ma byt tento operator samosdruzeny.
Je snad pfirozené pozadovat aby operator H byl samosdruzeny, protoze jsou
samosdruzené operatory a a p 7 Mozna, ale jak uz bylo naznaceno, uvedené
operatory nemusi byt samosdruzené na fyzikalnim intervalu. Dodejme, Ze
veli¢ina reprezentovana H pozorovatelnou neni.

!Toto pfirozené usporadani navrhl T. Tyc v trochu jinych souvislostech na seminéfi o
zakladech kvantové fyziky.
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5.2.1 Wheelerova-DeWittova rovnice

V kapitolach 2, 3 bylo ukazano, ze kdyz plati Einsteinovy rovnice, musi platit
hamiltonovska vazba a naopak. Diracovo kvantovani vede na

Hyp = 0. (5.34)

K ziskani operatoru H miZeme pouzit pfimo vztah 3.11 s pouzitim Whe-
elerovy funkcionalni reprezentace a DeWittovou metrikou, ale jednodussi a
rychlejsi je dospét ke stejnému vysledku pouzitim jiz ziskanych vysledkt v
ramci hamiltonovského formalismu v kapitole 5. Tam byl nalezen hamiltonian
2 2
Dy 1 p¢ 3
H=N|-6|—=—+4+ka -— +4+a’V , 5.35
6 (g e + 4 V) (5.35)

ktery je az na multiplikativni konstantu roven hamiltonovské hustoté H.
Zvolime-li a-reprezentaci a operatory

w(a,0) = (o, 0)  Auble,0) = —CALD (5 55)
bi0.0) = o0(a.0)  pavan) = - (s

nebo jako 5.31, ziskdme WD rovnici ve tvaru?

110101 10
24 a' Qa @l Daak 4 O¢?

— 6ka + a3V(¢)) ¥(a, d) = 0. (5.38)

Zadanim je vySetfit tuto rovnici pro hmotné nebo nehmotné skalarni pole,
kdy% zéroveri k # 0. PovS§iméme si nejprve semiklasické limity. Za tim Gcelem
predpokladejme Teseni 5.38 ve tvaru 1) = e#”, pfitom je tieba si uvédomit,
ze h vystupuje v 5.38 v relativistickych jednotkach jen u ¢lenti s derivacemi.
Po dosazeni ziskame

1 1[0\ - 1 (9S8
-6 (ma <%> + k;a) +1 <8—¢> +a*V(¢) +ihl...] =0, (5.39)

kde pouze v hranaté zavorce u h jsou ¢leny zavislé na ¢islech i, j, k. Cést rov-
nice , ktera nestoji u h je rovnice Hamiltonova-Jacobiho. Z toho plyne zaveér,
ze na zakladé semiklasické limity nelze rozhodnout o usporadani operatort.

2V této ¢asti oznacujeme normovanou kiivost k.



5.2. KVANTOVY MODEL 30

Rovnice 5.38 je linearni parcialni diferencialni rovnice druhého tadu ve
dvou proménych a a ¢. Je vidét, ze v pripadé nulového potencialu lze v této
rovnici oddélit proménné. Regit tuto rovnici pro p¥ipad nulového potencialu
neni docela fyzikalné nesmyslné, pokud predpokladame, ze v pozdéjsich fazich
vyvoje vesmiru se skaldrnim polem je dominantni prvni ¢len z 5.21.

Separaci proménnych ziskdme systém dvou diferencialnich rovnic pro vl-
nové funkce A(a) a ¢(¢), které souvisi s ptivodni vlnovou funkei vztahem

Y(a, p) = A(a)p(p)). Systém rovnic je

10101 ~ A2
0? A2
AL Te =0 Ay

A je separa¢ni konstanta. Defini¢ni obor funkce A(a) je R, defini¢ni obor
funkce p(¢) je R. Pro vinové funkce pozadujeme, aby na okrajich defini¢nich
oborii nabyvaly kone¢nych hodnot (Jestlize fesime 5.34 jako diferencialni
rovnici na nulovy vlastni vektor je tfeba stanovit okrajové podminky i pro
derivaci hledané funkce. Toto zatim ponechavame bez dalsiho komentafe).
Obecnym fesenim rovnice 5.41 je rovinna vlna

@ = crNVO 4y VG, (5.42)

coz odpovida klasickému vysledku, kde nam vysel pro nehmotné skalarni
pole v prostoru s libovolnou k¥ivosti (ovSem v prostoru sféricky symetrickém)
konstantni impuls.

Rovnici 5.40 je mozné prevést do vhodného tvaru pomoci nésledujicich
uprav. Prvni ¢len rozepiseme do tvaru
1010A A A A
—————=— - +2k)=+k(j+Ek+1)—= 5.43
atdaal dad®  a U+ )a2+ (+k+ )a3’ (5.43)
kde jsme vyuzili vztahu i+ j+k = 1. Carky znaéi derivaci podle a. Substituci
6a® = b dostaneme pro 5.40
P?A 1 0A - k(j+k+1)+ N
V—— +=(1—j — 2k)b— — b’kA
g Tall kb - 1
U kazdé rovnice typu 5.44 lze substituci A = b*B s vhodné volenym « zajistit
aby u ¢lenu s bB’ stala jednotkové konstanta. Po dosazeni A = b B do rovnice

5.44 zjistime, Ze pozadovana konstanta je o = 1 (1 — #), tak ziskame

2

A=0. (5.44)

B/ _ 2
B+ — - (k + 2—2) B=0, (5.45)
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kde v je ryze imaginarni ¢islo v = ic a

1
e2=_—

S = (1)) (5.46)

pro libovolné uspotradani operatori. Pro uspofadani 5.32 mame

2_i 2 2
T (4X* — j%) (5.47)

pii¢emz jsme dosazovali j — j — 1 do vztahu 5.46. Cislo £ m4 zjevné znaény
vliv na feSeni rovnice 5.45 . Pokud bychom pozadovali, aby A? mohlo nabyvat
v8ech hodnot z R™, bylo by € realnym ¢islem pro symetrické usporadani 5.30
jen tehdy, pokud by bylo j = —1. Pro usporadani 5.32 by bylo ¢ realné jen
pro 5 = 0.
Reseni pivodniho problému 5.40 v piipadé obecného uspoiradani operatort
proto je
A(a) = (V6a)=0=3720/2 B (642), (5.48)

v piipadé symetrického usporadani
A(a) = V6aB,(6a?) (5.49)

a v piipadé usporfadani 5.32 (coz je libovolné symetrické usporadani opera-
tort 5.31 )

A(a) = (V6a)2B,(6a2), (5.50)
pritom funkce B jsou fesenim rovnice 5.45 s odpovidajicim parametrem v.

Nyni potiebujeme znat vhodna feseni rovnice 5.45. V pripadé, kdyz k=1
jde o modifikovanou Besselovu rovnici. Je-li k = —1 je rovnice 5.45 Besselova.
Pro k = 0 jde o jednoduchou diferencialni rovnici.

Pro poradek uvedeme obecné feseni 5.48 v jednotkach SI
(1-(1-j—2k)/2)
a@ = (vEe) T B(5(2)). (5.51)

kde [, oznacuje Planckovu délku definovanou jako [, = ,/Fé—?. A teseni (5.39)
je

P() = c1e™V30 4 eV, (5.52)
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5.2.2 Reseni pro uzavieny model
Pro k = 1 mame

b

na coz je mozné pohlizet jako na Besselovu rovnici ryze imaginarniho argu-
mentu. Jeji obecné feSeni je mozné zapsat jako [25]

B/ 2
B"+ — — (1+ bz)B:O, (5.53)

B(b) = Clll,(b) + CQKV(b). (554)

Ve vztahu 5.54 je I,(b) = i7"J,(ib). Pro Besselovu funkci® plati J,(ib) =
:[H o (ib)+H @ (ib)] a odtud snadno nalezneme chovani funkce 7,,(b) pro velké
hodnoty argumentu b na zékladé znamého asymptotického chovani Hankelo-

vych funkei:

1 b
b ©

Protoze hleddme omezené feseni polozime c¢; = 0.

1,(b) ~ (5.55)

Druhé nezavislé feseni je K, (b). To je Bassetova funkce (nebo funkce Mac-
Donaldova, pfipadné modifikovana Besselova funkce druhého druhu) defino-
vana jako

K, (b) = gie%“H;(ib) (5.56)

VySetfeme nékteré vlastnosti této funkce pokud je jeji argument 22 a funkce
je ryze imaginarniho ¥adu, tj. kdyZ v = ie. Volba argumentu? x? souvisi s
tim, Ze v dalSim pouzijeme tpravy omezujici argument b na R*, coz je ale

plné v souhlasu s fyzikalnimi pozadavky. Pro Hankelovu funkci plati

HW (iz?) = e (J,(iz?)e ™ — J_, (iz?)) . (5.57)
To jest
HD (iz?) = v i )i (i)wb + (5.58)
v Tisinav” n:0P1+n 1+n+v)\V2

> n2nu T 4n—2v
1sm7n/§Fl+n I'l+n-v) (ﬁ) '

3Plati pro neceld v.
47 dtvodu prehlednosti oznacujeme zde i v nasledujicich oddilech 22 = 6a2, pokud
vySetfujeme vlastnosti funkci spliujicich 5.45.
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Jestlize vyuzijeme vlastnosti Gamma funkce I'*(z) = I'(z*) a definujeme
F'1+n)I(1+n+v) = ale,n)+if(e, n) tak, ze plati (I'(1+n)I'(14+n+v))* =
a(e,n) —if(e,n) a pouzijeme Eulerova vzorce, dostaneme po piimocarych
vypoctech pro Bassetovu funkci

et T o 722\ | B(e,n) cos (5 In %) — a(e,n)sin (5 In %)
(@) = sinh e z% (3) a?(e,n) + (g, n)

n—

(5.59)
Tim je dokazano, ze Bassetova funkce ryze imaginarniho fadu ic a argumentu
z RT je redlna funkce realné proménné x. Samoziejmé pro Hankelovu funkci
prvniho druhu, stejného fadu a argumentu z toho vyplyva, zZe je funkci ryze
imaginarni. Funkce 5.56 ma v nule singularitu (pro £ — 0 funkce nekoneéné
rychle kmitd).

Pro velmi malé hodnoty argumentu mutzeme vzit z fady 5.56 pouze prvni
¢len a to je ihned vidét, ze funkce, ackoli ma v nule singularitu nabyva v
limité pro x — 0 konec¢nych hodnot.

Asymptotické chovani Bassetovy funkce je

K,(b) ~ /= e, 5.60
)~ /o (5.60)
jak je mozné se presvédcit ze znamého asymptotického chovani Hankelovych
funkci. Proto je Bassetova funkce pro nas vhodnym fesenim rovnice 5.53.
Resenim rovnice 5.40 tedy v piipadé uzavieného vesmiru je

A(a) = (V6a)=CI720/2) i _(642). (5.61)

Pokud vybereme usporadani 5.30 nebo 5.32, je vidét z prislusnych reseni
5.49 a 5.50, ze v téchto pripadech v limité pro a — 0 nabyva feseni nulovych
hodnot. Tim je splnéna DeWittova podminka kladena na vlnovou funkci.
Vseobecné je tato podminka splnéna, pokud plati 1 4+ j + 2k > 0. Tim je
podstatné omezena mnozina moznych nesymetrickych usporadani operatort
5.29.

Nalezli jsme tedy feSeni, ktera splnuji pozadavky kladené na vlnovou funkeci,
pokud je € realné ¢islo, a zaroven jsme ukazali, ze redlnost e zavisi na volbé
usporadani operatorit a na oboru hodnot A. Pokud pozadujeme, aby bylo
A € R (to je v podstaté pozadavek na hodnoty impulzu pole), nezbyva nez
volit usporadani takové, ze

j=-1 (5.62)
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pro piipad symetrického usporadani 5.30, a takové pro pripad symetrického
usporadani 5.32, ze
7 =0. (5.63)

Jestlize zvolime usporadani takové, ze j # —1 nemiiZze nabyvat parametr
A libovolnych hodnot pokud méa byt e realné cislo. Omezeni hodnot \ za-
visi na usporadani operatort. Zavislost pripustnych hodnot impulzu pole na
usporadani miuzeme vyjadiit tak, ze

ps € R\{M}, (5.64)

kde {M} je otevieny interval {M} = <7\/h2“§(j+1),\/%%(j+1)>. Kdyby exis-

6

toval argument pro néjaké usporadani, které by omezovalo hodnoty impulzu
pole podle 5.64, bylo by opravnéné se domnivat, ze existuje jistd minimalni
hodnota impulzu pole nutna k evoluci vesmiru.

V dosavadni diskuzi jsme prozatim nechali bez povsimnuti otazku okrajo-
vych podminek, které musi spliiovat derivace funkce A. Prvni derivace funkce

5.56 pro velmi malé hodnoty argumentu, kdy se mizeme omezit pouze na
prvni ¢len v fadé predstavujici derivaci funkce 5.56 je

m  2¢ [acos(elnx?/2) + Bsin (elnx?/2)
sinh e x a? + 32

Kl (v* = 0) ~ — (5.65)

A potom je z vysledku 5.50 jasné, Ze pro libovolné symetrické usporadani
samosdruzenych operatorti 5.31 je ®

0A(6a?

limg 2467

a—04 Ja

=0, (5.66)

ale pro libovolné symetrické usporadani operatort, které nejsou samosdru-
zené, limita pro prvni derivaci funkce 5.49 neexistuje.

Pro symetrické usporadani mizeme vypocitat

oo

/ A 9010 A m#/ A 010 A 4 (5.67)
0+

az(1=9) Oa @’ Oa g5(1—9) a2(1=9) da &/ Da q3(1-9)
0+

V pripadé nesymetrického usporadani miizeme zvolit usporadani takovym
zplusobem, ze derivace vlnové funkce na okrajich defini¢niho oboru vymizi.
Takovych moznosti je nekonec¢né mnoho a zasahuji do feSeni nejen v mocniné
poloméru vesmiru, kterou nasobime Bassetovu funkci, ale i v fadu Bassetovy
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Obrazek 5.2: VInova funkce A pro symetrické uspoiadani 5.32 a j = 0, polomér a je v
Planckovych jednotkéach. Vlevo pfipad pro A = 0, na pravé strané funkce pro A = 12.

T T T T T T T T 1 Jlr\ /\
2 4 B 8 10 12 14 1B 1B 2 VEE 012 14 16 18
a

Obrazek 5.3: Vlnova funkce A pro symetrické usporadani 5.33, polomér a je v Plancko-
vych jednotkach. Vlevo pripad pro A = 0, na pravé strané funkce pro A = 12.

funkce. To samoziejmé vede k moznému ovlivnéni pripustnych hodnot im-
pulzu pole podle 5.64.

Nyni nalezneme feSeni pro pripad, kdy je zvoleno usporadani 5.33. Po

rozepsani derivaci obdrzime vyraz
A" A 9A

—— 4+ 2= - ——. 5.68

a * a?  2a? (5.68)

Porovnanim tohoto vyrazu s 5.43 obdrzime systém tfi rovnic pro tfi neznamé

i, J, k. Odpovidajici feSeni je i = k = %(1 +1i), j = F3i, kde i je imaginarni

jednotka. Jde tedy o jedno ze symetrickych usporadani 5.32 s komplexnimi
¢isly i, j, k. Takovémuto operatoru

[PUET
ag(lii)wa ﬂa%(lii) (5.69)

5Vyjimkou je opét piipad € = 0.
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odpovida reseni

A(a) = (v6a)? K, (6a%) (5.70)

kde 1% = %% = %(4)\2 +9). Toto FeSeni se tedy lisi od FeSeni pro realna
¢isla 4, 7, k tim, ze i v pfipadé, kdy A = 0, je feSenim kmitajici funkce, ktera
vymizi na okrajich defini¢cniho oboru stejné jako jeji prvni derivace. V tomto
pripadé tudiz neexistuje moznost obdrzet minimélni hodnotu impulzu pole
nutnou k vyvoji vesmiru.

Reseni 5.70 pro ¢ odpovidajici 5.47 nebo 2 = %(4/\2 + 9) miZzeme mozna
chapat jako nejvhodnéjsi feseni ptivodniho problému.

Nalezené teseni nejsou z Hilbertova prostoru, ale je mozné je normovat na

delta funkci. Za tim ucelem zvolme feseni 5.42 ve tvaru ¢ = p ijﬁei%(ﬁ a
skalarni soucin pro reprezentaci operatory 5.36 definujme jako
(on(a:0) | 62(0. ) i= [ V)N A(a W) A@Nda [ (6, X)o(0, o
0+ o
(5.71)
a protoze plati f(A)S(A —X) = f(N)I(A — \), miZeme psat skalarni soucin
(n(a.0) | 6r(a.0)) = [ XA X)da [ (6. 0)0(6. N6 =50-),
0+ —00
(5.72)
Pfitom konstanty c¢(A) musi byt voleny tak, aby platilo
/CQ(A')AQ(Q,/\’)da = 1.
0+

V pripadé reprezentace operatory 5.31 je skalarni soucin

I / / da i * !/ /

(n(a:0) | a(a.0) i= [ SN 20X [ &0 X)0(6d6 = 50-X)
0+ —00

(5.73)

a na konstantu c¢()\’) je kladena obdobna podminka jako v pfedchozim pii-

padé.

ZapiSme jesté pro uplnost feseni v jednotkach SI:

A,\(a) — C(A)( %i>(1_(1_j_2k)/2)KV()\)<%(i)2) (5.74)
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ox(@) = (5)} A eMVE (5.75)

Vver

kde [, oznacuje planckovu délku definovanou jako [, = W/Z—g a k je Ein-

steinova gravitacni konstanta.
Zavérem poznamenejme, ze rovnici 5.38 je mozné v pripadé j = 0 zapsat
ve tvaru 92 L9 A
— +-—= - —_ | By =kBop. 5.76
(052 bob  2p? a¢2> T REY (5.76)
Je ihned vidét, ze pokud zavedeme do vySe uvedené rovnice novy komplexni

thel w = i\/ggzﬁ, bude na levé strané stat Laplacetiv operator vyjadieny
v polarnich soufadnicich s komplexnim thlem z = bcosw = bcosh \/gcb,

y = bsinw = ibsinh \/ggb. Takto dostaneme pro u(z(b, ¢),y(b, »)) = By

—Au+ ku=0. (5.77)

Takovy zapis upozornuje na cestu, kterou je snad mozné postupovat pii reseni
WD rovnice pro pripad hmotného skalarniho pole.
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5.2.3 ResSeni pro otevieny model

Pro k = —1 mame

B’ 2
B" + — 1-—= | B=0, 5.78
rr+(1-%) (5.79)
coz je Besselova rovnice a jejim fesenim jsou cylindrické funkce ryze imagi-
narniho fadu v. Jako obecné feseni miizeme vybrat linedrni kombinaci Bes-
selovych nebo Hankelovych funkei [25]. Napiiklad

B(b) = c; HV (b) + co HP (). (5.79)

Pro imaginarni v jsou obé Hankelovy funkce omezené na okrajich R a jako
feSeni jsou vhodné obé. Jestlize v je n&jaké zaporné realné ¢islo (tj. kdyz v =
ie = —le|), maji obé funkce v nule singularitu a nabyvaji zde neomezenych
hodnot. OvSem funkce A pfesto miize spliiovat podminku A(a = 0,) = 0.
To, zda-li je podminka splnéna, zavisi na uspotfadani operatorti. V principu
je splnéna vzdy pokud 1 — 1(1—j — 2k) — 2|¢| > 0. Samoziejmé je piirozené
zvolit usporadani, které se osvédcilo pro k = 1. V kvantové mechanice souvisi
pozadavek omezenosti funkci v nekonecnu s moznosti normovani na delta
funkci, to ovSem zde nepfichazi v itvahu ani u jednoho z feSeni 5.49, 5.50,
protoze ¢islo € vystupuje ve funkcich v asymptotické oblasti jen jako faktor
prispivajici k amplitudé Hankelovych funkei

11 e nyn
Y (60%) ~ ,/3——el<6a2—z>+5€ (5.80)
T a

HP(6a%) ~ %%e‘i“““ﬂ—’%? (5.81)
Nemoznost normovani funkci spliiujicich rovnice 5.40, 5.41 mozna souvisi s
fyzikalni nemoznosti realizace takového kosmologického modelu. Mohlo by
to byt zptsobeno prili§ velkym zjednodusenim modelu: Da se ocekavat ze
hmotné skalarni pole k témto vysledktim nepovede, ale to nemuzeme prohlasit
s jistotou.

Zkoumejme nyni chovani feSeni pro symetricka usporadani 5.49 a 5.50, je-
li funkce B volena jako 5.79. Pro velmi malé hodnoty argumentu mizeme
v mocniném rozvoji Hankelovych funkci ryze imaginarniho fadu zanedbat
¢leny, které jsou prvni a vyssi redlnou mocninou argumentu. Nulty ¢len téchto
fad vynasobeny T2 potom muzeme pro 5.50 zapsat jako

r(1e7-t ic) (%)2 - ﬁ (%)2] (5.82)

3
€12

S |
T
=
—
8
N
¢

"~ sinh e



5.2. KVANTOVY MODEL 39

3
3 ..(2), 2 -T2
xQHi(E)(I ) =~ sinh 7e

o) ) | e

Pro a — 0, tedy funkce nabyvaji nulovych hodnot a podobné plati i pro
jejich prvni derivace
. 0A(6a?)
lim ——=
a—04 Oa

=0, (5.84)

protoze amplituda prvni derivace funkce je tmérnd +/a.

Odlisna je situace pii volbé 5.49. Funkce sice vymizi v limité pro a — 0., ni-
koli ale jeji prvni derivace, coz se da snadno provérit. Situace je tedy obdobné
jako pro uzavieny kosmologicky model: VSechna feseni pro symetricka uspo-
radani samosdruzenych operatortt maji prvni derivaci v limité pro a — 0,
rovnu nule.

/\\//\\/ﬂuﬂvﬂvﬂuﬂuf% ﬂ | E“U/\U/\\/AUAE/\UAUHUHV@J e

- kD [} E=N
L L L .
—_ [} [} =

L L '

P

Obrazek 5.4: Imaginarni ¢4st vlnové funkce A = (\/6@)%Hi(€1)(6a2) a (nesymetrické
usporadani operatori) funkce A = (\/éa)%Hi(sl)(Gaz) proe = 1.

Také v pripadé otevieného vesmiru plati 5.64, a v podstaté také plati
vSechny tvahy s tim souvisejici uvedené v ¢asti o feseni pro uzavieny model.

I kdyz jsme tedy nalezli feSeni rovnice 5.38 pro pripad nehmotného ska-
larniho pole v hyberbolickém prostoru, tak tato feseni nesplnuji pozadavky,
které klademe na vlnové funkce ve standardni kvantové teorii (feseni nelze
normovat na jednotku ani na delta funkci). To sice nutné neznamend, Zze
takové modely jsou nefyzikalni, ale v ramci standartni kvantové fyziky ne-
zname jiny piiméreny vyklad. Samoziejmé to souvisi s vykladem fyzikalniho
vyznamu vlnové funkce v kanonické kvantové teorii gravitace. Pfipadnou in-
terpretaci vlnové funkce ale miizeme potvrdit nebo vyvratit pouze cestou
experimentalniho provéfeni. Od toho jsme zatim velmi vzdaleni.

Resenim pro libovolné usporadani je

Aa) = (\/éa)(l’(l’j’%)m(clH,El)(6a2) + chZEZ) (6a?)). (5.85)
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Reseni v jednotkach SI zde jiz uvddét nebudeme, nebot podoba takového
zapisu je jasna z 5.51.

5.2.4 ResSeni pro rovny model

Pro k = 0 dostavame z 5.45 jednoduchou diferencidlni rovnici druhého Fadu

B 2

jejimz obecnym TfesSenim je
B(b) = c1b” + cob7", (5.87)
takze feSeni ptivodniho problému je

A(a) = (V/Ga)(i-0-i-2)/2) (Cl(yga)% n CQ(\/EG)—%) . (5.88)

Je-li v ryze imaginarni a plati 1 + 7 + 2k = 0, je toto TeSeni omezené, ale
pozadavek omezenosti nelze splnit ani pro jedno symetrické usporadani, jak
je mozné se snadno presvédcit dosazenim k = %(1 —j)dol+j5+2k=0
(nebo dosazenim j — j —1a k = %(3 — 7)). Je pfirozené zvolit usporadani
stejné jako u uzavieného modelu, neni ovSem jasné, jsou-li neomezena reseni
prijatelna.

5]

Obrézek 5.5: Imaginarni ¢ast vinové funkce A = (v/6a)2 2 pro ¢ = 1.

7 teseni 5.88 je snadno vidét, ze pro prvni derivaci funkce A v limité pro
argument jdouci k nule, plati obdobné zavéry jako v piipadé otevieného a
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uzavieného vesmiru. Tedy vSechna feSeni pro symetrické usporadani samo-
sdruzenych operatortt maji v limité argumentu jdouciho k nule prvni derivaci
rovnu nule. To ale neplati pro symetrické usporadani 5.30.

Také v pfipadé rovného vesmiru plati 5.64, a v podstaté plati vSechny
uvahy s tim souvisejici uvedené v clanku o feseni pro uzavieny model. Vse-
obecné v pripadé rovného modelu vesmiru s nehmotnym skaldrnim polem
mame velmi podobné zavéry jako v pripadé otevieného modelu.

5.2.5 Casovy vyvoj

V jednoduchych prikladech kvantovych kosmologickych modelt, ve kterych
neni hamiltonian hmoty zavisly na metrickém tenzoru, je mozné zavést ca-
sovy vyvoj sestavenim Schrodingerovy rovnice pro hamiltonidn hmoty nebo
gravitace. Pfitom lze postupovat tak, Zze Casu a energii ptifadime operatory
takovym zptisobem, ze budou splnény komutacni relace odpovidajici Poisso-
novym zavorkdm kanonicky sdruzenych proménnych ¢, F,,.

{t,-E,}=1 — {t,ig}:i (5.89)

Protoze energie miize nabyvat pouze kladnych hodnot, neni operator casu
samosdruzeny. Nyni mame operator H,, vyjadien jak v t-reprezentaci tak i v
T -reprezantaci (x,, mize byt napf. a nebo souradnice hmoty) a pozadujeme
jejich shodu ve smyslu fyzikalniho ptisobeni na stav soustavy. Tak dostavame
Schrédingerovu rovnici

H, = i%—:/:. (5.90)
Casovy vyvoj je potom dan fesenim 5.90 a piikladem takového FeSeni miize
byt [14]. V pfipadé nehmotného (i hmotného) skaldrniho pole takto nelze
postupovat, protoze hamiltonian hmoty je zavisly na poloméru vesmiru.

Jednou z moznosti je pouzit bezcasovou interpretaci, v ramci které je ska-
larni souc¢in dan jako

i) = [ [ dovive (5.91)

Interpretace tohoto skalarniho soucinu je obdobnéa jako v kvantové mecha-
nice, kde je kvadrat modulu vlnové funkce povazovan za hustotu pravdépo-
dobnosti nalezeni systému v n&jakém stavu. Tak napiiklad | A(a, \) |? udava
hustotu pravdépodobnosti nalezeni prostorové nadplochy vesmiru o poloméru
a v intervalu a + da, ve kterém je skalarni pole s impulsem py(\). PTi takové
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interpretaci mizeme vysledek kvantové teorie porovnat s klasickou predpo-
védi, samoziejmé pouze tehdy, je-li klasické Feseni zndmo. V oddile (5.1) bylo
nalezeno klasické feSeni pro nehmotné skalarni pole v pripadé plochého pro-
storu. Na klasické tirovni je pravdépodobnost nalezeni vesmiru s polomérem v
intervalu a+ da rovna -2 = 421 Tedy hustota pravdépodobnosti je timérna
prevracené rychlosti rozpinani vesmiru. To je mozné zapsat jako

AT — AT a

11 v \° 1a?

- = (1 + @t) = ‘_a_2' (5.92)
a ao Qo Qg A

7 5.88 potom snadno vidime, ze pro libovolné symetrické usporadani opera-
tort ve WD rovnici pro plochy model je amplituda hustoty pravdépodobnosti
umérnéa a®. V tomto smyslu se tedy kvantové feseni shoduje s klasickym. K
provéteni feseni v zakiiveném prostorocase nam chybi znalost odpovidajicich
klasickych feseni a jedinou cestou je pouzit numerickych metod pro reseni
klasickych rovnic.

Kromé uvedenych moznosti jak se vyrovnat s ¢casovym vyvojem - tj. kromé
koncepce vnitiniho ¢asu a bezcasové interpretace - je znama jesté tieti moz-
nost [17]. Zatimco v ptipadé uvedené koncepce vnitiniho ¢asu dochazi ke zto-
toznéni ¢asu s polomérem vesmiru az po stanoveni vazeb na stavovy vektor,
jde v dalsim pripadé identifikovat ¢as s klasickou veli¢inou pied pfechodem
ke kvantové formulaci ®. Timto piipadem se nebudeme zabyvat.

6Isham tyto piistupy nazjva latinsky jako: Tempus ante quantum, Tempus post quan-
tum a Tempus nihil est.



Kapitola 6
Zaver

Pomineme-li konkrétni zadani prace, jako nalezeni feSseni WD rovnice 5.38
pro hmotné nebo nehmotné skalarni pole, bylo autorovou snahou prozkou-
mat zda-li uvedené teorie zahrnuje moznost infla¢niho vyvoje. Ukazalo se, ze
pro nehmotnéa skalarni pole inflacni vyvoj nelze zahrnout do vysledki reseni
WD rovnice metodami uvedenymi v této praci. Situace je odlisna v ramci
smyckové kvantové teorie gravitace [3]. Je zde pfirozend moznost, ze infla¢ni
fazi zahrnuji feseni pro hmotna skalarni pole, ale ty zde uvedeny nejsou.

V této praci jsem nalezl kvantova kosmologické feseni pro modely vesmirt
s konstantni prostorovou kiivosti - zahrnujici ptipad sférického, hyperbolic-
kého a rovného prostoru - ve kterych piedstavuje hmotu nehmotné! skaldrni
pole. Reseni byla nalezena pro libovolné usporadéani operatori, af jiz tyto
tvorily samosdruzenou reprezentaci ¢i nikoli. Zvlastni zietel byl kladen na
symetrickd usporadani operatort 5.30, 5.32 a uspofadani 5.33, 5.69. Byly
ukazany rozdily v feseni pro libovolnd symetricka usporadani samosdruze-
nych a nesamosdruzenych operatori a vysetfeny nékteré zakladni vlastnosti
funkci fesicich WD rovnici. Bylo ukazano, ze pouzita teorie neni schopna
jednoznac¢né rozhodnout, zda-li je k vyvoji vesmiru potieba néjaka hodnota
impulzu pole, protoze tato pripadna hodnota zavisi na usporadani operatorii.
Jestlize neni znamo jednoznacné feseni problému usporadéani, neni mozné
ani nékterou hodnotu urcit jako minimum nutné k evoluci. Vyslo najevo, ze
klasicky clen Z—; pripadné %2 je mozné sestavit takovym zptisobem, ze zaka-
zany interval impulzu pole mtze nabyvat vSech hodnot, a také Ze nemusi
existovat. Pro nulovy impuls pole a pro libovolné symetrické usporadani je
nejpravdépodobnéjsi polomér uzavieného vesmiru nenulovy. Vysledky byly
interpretovany v ramci bezcasového formalismu.

1Lépe snad skalarni pole bez latky.
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